¢ I 3 PARA LOS MAS
A ATREVIDOS

01 - Siendo a, a,, ..., a_ una progresidn aritmética de diferencia
d, calcular la suma:
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02.- En un casillero 8x8 tu compafiero sitda un submarino ()
sin que tU lo veas. Vas lanzando cargas de profundidad,
diciendo las coordenadas de la zona de disparo. Después de
cada lanzada, el compaiero te contesta con la distancig,
medida en casillas horizontales y verticales, a la que s
encuentra el submarino. Si la distancia es cero, contesta
HUNDIDO. Por ejemplo si el submarino estda en posicion
(3,6), y tu disparas a la zona (6,2), tu compaflero dira:
distancia 7. Se pide describir una estrategia o reglas para
efectuar los disparos que permita hundir el submarino con
tres de ellos como madximo.
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progresion aritmética. Demostrar que b*, a

03.- Los nimeros son términos de una

2

, € son también
términos consecutivos de una progresion aritmética.

04 - La circunferencia inscrita en un tridngulo ABC es tangente al
lado AB en el punto D. Demostrar que:

BD = 1(AB+ BC—CA)
2




05 - Calcular:

logtag? +logtag?X +logtag 3 +....... +logtag 87° +log tag 88 +log tag 8%

1 1

o ek T

en la

06.- simplificar la expresidn:

que 1< x<2.

Ja
b

O7 - Calcular el valor de log,, ~= sabiendo que log,, a=4.

08 .- ¢A qué intervalo ha de pertenecer la razén de una progresidn
geométrica para que tres términos consecutivos de dicha
progresion sean las longitudes de los lados de un triangulo?

09 - Resolver en R la ecuacidn:

2% +3x%® + 2% +3xP + .+ 23 +3x* +2x+3=0



10.- Hallar el mayor nimero natural s, para el que la expresién
(n +1)'(n4 +2n)+3-(n3+57) es divisible por n® +2

11- ¢Para qué valores de a, las raices de la ecuacidn

x> —4x—log,a=0 son reales?

12 - Dados los enteros impares ay b, probar que el nimero a°—b?
es divisible por 2" < a-b es divisible por 2".

13- Sean:
X =1990-(1+2+3+...+1991) e Y =1991.(1+2+3+...+1990).

Razonar cudl de los dos nimeros X o Y ‘es mayor.

14 - Hallar razonadamente todos los conjuntos de tres elementos

a, b, ¢ no necesariamente distintos y. que cumplan las
condiciones siguientes:

1) Los elementos a, by ¢ son digitos y nimeros primos.

2) Todos los nimeros de dos cifras, colocadas en cualquier
orden, que pueden formarse con a, by ¢ son ndmeros primos.



3) Todos los nimeros de tres cifras, colocadas en cualquier
orden, que pueden formarse con a, b'y ¢ son nimeros primos.

Nota: el nimero 1 se considera primo.

15.- Tres nimeros reales, distintos de cero, estdn en progresién
aritmética y los cuadrados de esos nidmeros, en el mismo
orden, estdn en progresion geométrica. Hallar todas las
razones posibles de esta dltima progresion.

x? 4+ y° + 2x%y + 2xy* =21' 489

16.- Resolver el sistema: BiF e
X“+y +xy=7"41

17 - Probar que dados cinco nimeros naturales, siempre es
posible elegir tres de ellos cuya suma es multiplo de tres.

18 .- Decir, razonadamente, con qué exponente figurard el factor
2 en la descomposicion en factores primos de 63!
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SOLUCIONES
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02.-

d

Se lanza a la posicion (1,1). Al contestar el compariero con la distancia
correspondiente queda determinada una diagonal de posibles
soluciones. Se lanza a la posicion (8,1). Al contestar el compariero con
otra distancia queda determinada otra diagonal perpendicular a la
anterior. Logicamente el submarino estara situado en el corte de las
dos diagonales, con lo cual ya sabemos donde tenemos que disparar.



03.-

1 1 1 1 1 1 1 2 1 1
] ) p-a-<:> O F = = <:> = +
a+b b+c c+a b+c a+b c+a b+c b+c c+a a+b

o 2 . _28¥DFC _sicia)(ath) = (brc)(2atbic)o

b+c (c+a)(a+b)
< 2ca+2ch+2a*+2ab= 2ab+2ac+b*+bc+ch+c’ = a’*-b°’=c"-a’ <

p.a.

s arie?

04.-

AB=AD+DB=AE+DB=AC-EC+DB=AC-CF +DB =
=AC—(BC—FB)+DB=AC—BC+DB+DB=

=AC -CB +2DB

Por lo tanto AB=AC-CB+2DB, de donde se deduce que

DB = %(AB +CB-CA) cq.d.

pe—



05.-

Teniendo en cuenta que la tangente de un dngulo es igual a la
cotangente de  su = complementario (es  decir,

tag (%—aj =cotaga ), la igualdad anterior se puede escribir
de la forma:

1
+log +log £

logtag2® +logtag?’ +logtag & +....... +lo
e ik Vi gtagf:’o tag 2° tag1°

Lyseee ity
tag® tag?® tagl

= log Etagl0 tag X tag 3 ----- j = logtag 4%° =log1=0

06.-

1 1
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positivo, podemos elevar al cuadrado, simplificar v,

Consideramos A = , como A es

posteriormente, extraer la raiz cuadrada positiva del

resultado.
; 1 1 1
A = + +2 =
X+2X=1  X=VX=1  \[x42Jx—1-yx=2x~-1
X—23X=1+ X+24x-1 2 2X 2 %
2 2 i R 3,
x* —4(x-1) \/x2—4(x—1) (x-2) (x—2)2

Como x < 2 la raiz cuadrada positiva de (x-2)° es (2-x),

con lo que:



2X 2 2x+2(2-x) 4

X BT R (e

OTRA FORMA

Teniendo en cuenta que:
x+ 20X 1= (L+Vx1) y x-2/x-1=(1-Vx-1)

podemos escribir:
1 1

R AP W b D
\/(1+\/ﬁ)2 \/(1_\/m>2 R P T
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1-(x-1) PR
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A=

07.-
a1 1 4 1
Iogabﬁ c glogaID a = EIoga,ob = =§—§(|09ab ab—log,, a)=
4 1 17
S AT =
3 2( ) 6



08.-

Sean a,aryar’® los términos de la progresién (evidentemente
a> 0y r>0). Distinguiremos dos casos: r>1 y 0<r<l1

a) r>1 —a<ar<ar. Teniendo en cuenta que en un tridngulo,
un lado es siempre menor que la suma de los otfros dos,
podemos escribir: ar’ <a+ar = ar’-ar-a<0=r’-r-1<0y,

. . . s 1_ 1
resolviendo la inecuacion: re( 2\/5, +2\/§], pero como
; AR 1
estamos en el caso r=>1, el intervalo valido es {1, +2\/§J

b)O<r<l = a>ar>ar’ =

— a<ar+ar’ = ar’+ar—-a>0=r%+r-1>0.

—1—\/§JU[—1+\/§

2 2

Resolviendo la inecuacidn: r e[—oo, ,ooj, pero

como estamos en el caso O < r < 1, el intervalo vdlido es

g

2

Por lo tanto, la solucién es r e( ;

~1++/5 1+\/§]
>



09.-

2% +3x%® 4+ 2% + 3P + .+ 23 +3X* +2Xx+3=0 =
= (2x+3)X* +(2x+3)x” +...+(2x+3)x* +(2x+3)=0=
=% (2x+3)-(x98 T SR S BT T +1) =0

Como el segundo factor nunca se anula, la dnica solucién de la

. 3
ecuacion es: X = ——

10.-
Operando y  efectuando la  division,  resulta:
5 4 3 2
ko 2+22 ranHlil s +n+———, de donde estd
n‘ +

n° +2
claro que n= 13

11.-

Que las raices de la sean reales significa que el

discriminante de la ecuacion debe ser mayor o igual que cero,

es decir: 16 +4log,a>0 = log,a>-4 = a22‘4=i



12.-

Basta tener en cuenta que: a®-b° =(a-b)-(a’ +ab+b?)

<) Si 2" divide a a—b, estd claro que 2" divide a a°®-b’

=) Si 2" divide a a°-b* = 2" divide al producto
(a—b)-(a2+ab+b2), pero como (a2+ab+b2) es impar (por
ser suma de tres impares), 2" no puede dividir a (a2 +ab+b2)

— 2" dividea a-Db

13.-

1+1991 1990-1991-1992

X =1990- 1991 =

1+1990 11990 — 1990-1991-1991

Y =1991.

Por lo tanto, esta claro que X> Y

14. -

Por la primera condicion los nimeros buscados sélo pueden
ser 1,2, 3,5y 7. Aplicando la segunda condicién, podemos
descartar el 2 y el 5. Tampoco podemos tomar dos veces (o
mads) el 3 ni el 7 (33 y 77 son mdltiplos de 11)



Teniendo en cuenta la tercera condicién, podemos descartar
(1,1,1)y (1,1,7) puesto que la suma de las cifras es 3.

Como 317 es miltiplo de 7, hay que descartar la terna
(1,3,7). Por lo tanto, Unicamente nos queda la terna (1,1,3) y
no es dificil comprobar que cumple las tres condiciones.

15.-

a-d, a, a+d progresién aritmética y (a-d)’,a*(a+d)’

progresion geométrica

2 2 i 2
e T i
d=20
—J d=+2a , con lo que los posibles valores para la razén
d=—+2a

son: r, =1, r,=3+22, ,=3-22
16.-

S 4 y® 4 2x%y 4+ 2xy? =21' 489 x+Vy) = x2y —xy? = 21' 489
{x+y+xy+xy :{( Y) y—Xxy &

X2+ Y2 +xy="7"41 (x+ y)z_xy:7'41



(x+ y)3 —xy(X+y)=21'489
fesoy
Xy =(X+ y)2 ~-7'41

(x+ y)3—(x+ y)3+7'41(x+ y)=21'489
= 2 ¥4
xy=(x+y) —7'41
2— 4 =
X+y=2'9 X+y=2'9 LG 2
AL = = 1
Xy=2'9"-7'41 xy=1 LES
y
(,_29%21
A% 2
1
X=—
y
=0'4;y,=2'5
Con lo que las soluciones son: % : i ,
X,=2'5;y,=0"4

17 .-

Si no hay ningln mdltiplo de tres, todos serdn de la forma
3k+1 o 3m+2. Basta coger los tres adecuados y ya estad.

Si hay un multiplo de tres, los otros cuatro serdn de la forma
anterior. Como en el caso anterior, basta coger los
adecuados. Para el resto de los casos, lo mismo.



18.-

63!=1-2-3-...-60-61-62-63=1-3.5-...59-61.63-(2-4-6-...-60-62) =
= 1.3.5-..59.61-63-2%(1.2.3....-30-31) =
= K-2%.(1-3-5....-27-29-31)-(2-4-6-...- 26 - 28-30)
= K-2%.L.2".(1-2-3....:13-14-15)

Repitiendo el proceso se llega a: 63!=Q -2



